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1 はじめに
2次元有界閉領域 
 = [xL; xy] [yL; yR]に対して, 一般化 Zakharov{Kuznetsov方程式
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について考える. 但し, A,B, C : 実定数, p : 正整数 とする. 一般化 Zakharov{Kuznetsov方程式
は 1次元一般化Korteweg-de Vries方程式の多次元版の一種としても知られている. 応用物理学の
分野の一種でプラズマ物理学に出てくる磁化プラズマ中の非線形イオン音波の進行を記述するモ
デル 8>><>>:
nt + div(nv) = 0
vt + (v  r)v +r+ aex  v = 0
  e + n = 0
(2)
から 1974年に Zakharovと Kuznetsovは p = 1である, Zakharov{Kuznetsov方程式を導出され
た [12]. 先行研究結果については H. Iwasakiら [4]や X. Yan[11]ら等がある. p = 2については,
modied Zakharov{Kuznetsov方程式とよばれており, 1989年にR. Blahaら [5]やR. Sipcicら [9]
による結果などがある. p  3については現在に至るまで理論解析、数値解析についてもほとんど
先行研究結果がない. また, その他に一般化 Zakharov{Kuznetsov方程式について知られている性
質として
1. 一般化 Zakharov{Kuznetsov方程式は非可積分方程式である.
2. 一般化 Zakharov{Kuznetsov方程式の円筒型対称波解について以下のことがわかっている [3].
p < 2の場合は円筒型対称波解は安定
p = 2の場合は円筒型対称波解は臨界
p > 2の場合は円筒型対称波解は不安定
3. 一般化 Zakharov{Kuznetsov方程式は次の保存する３つの積分量を持つ.
I1 =
ZZ
udxdy; (3)
I2 =
ZZ
1
2
u2dxdy; (4)
I3 =
ZZ 
C
2
jruj2   A
2
u2   B
(p+ 1)(p+ 2)
up+2

dxdy: (5)
以上の点で数値解析の観点から考えることで理論解析の発展の大きな助力になると考えられる. そ
こで, 本論文は 1990年代終わりに降旗・森により提案された離散変分法という方法を 2次元問題
に拡張して 2次元一般化 Zakharov{Kuznetsov方程式に用いた結果, 非線形保存型差分スキームを
構築することができたので報告するものである [6]. 更に, p = 2である修正 Zakharov{Kuznetsov
方程式について離散変分法の枠組みを修正し線形保存型差分方程式を導出し, 導出した線形保存型
差分方程式の数値解析についてまず, 1次元修正Korteweg{de Vries方程式で考え [7], それをもと
に修正 Zakharov{Kuznetsov方程式についても考えた. 具体的には以下の通りである.
2 一般化Zakharov{Kuznetsov方程式に対する円筒型対称波解の導出
非線形偏微分方程式について解析を行う際, 進行波解は大きな役割を持つことは周知の事実であ
る. そこでまず 1次元一般化K-dV方程式の進行波解を Sine-Cosine法 [10]を使い求め, その進行
波解を使って次の 2次元版進行波解の一種である円筒型対称波解 U(x; y; t)が得られる.
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3 一般化Zakharov{Kuznetsov方程式に対する保存型差分スキームの
導出
物理現象を記述する偏微分方程式には, 「エネルギー」と呼ばれる量が存在し, それが時間発展
とともに保存あるいは散逸される. このような方程式を数値計算により解析する際に離散系にお
いてもエネルギー保存性や散逸性を再現できる計算スキームを用いることは数値解の安定性を保
証するのみならず計算スキームの誤差解析においても非常に有用である. 1999年代の終わりに降
旗・森により離散変分法 (discrete variational method)と呼ばれる方法が提案された [1]. この手法
は, つぎのような形で書ける実数値・単一偏微分方程式
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に対して, 機械的かつ統一的に保存・散逸差分スキームを導出する方法である. ここで, G(u; ux)
は実数値関数, Gu はGの uに関する変分導関数である. 関数Gを自由エネルギー関数, その空間
積分, Z L
0
G(u; ux)dx;
を全自由エネルギーと呼ぶ. 方程式 (6)はしかるべき境界条件の下で散逸性
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や保存性
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を持つ. 降旗・森は連続版の変分導関数 Gu に対応して, 離散系において「離散変分導関数」とい
う概念を定義し, 連続版の方程式 (6)にならって形式的に差分スキームを構築することを提案した.
構築された差分スキームが常に連続版の方程式同様の保存性・散逸性を持つことを示した. しか
し, この方法は空間 1次元のみを扱っており多次元問題については未着手だった. そこで, 本論文
では離散変分法を多次元保存型偏微分方程式である一般化 Zakharov{Kuznetsov方程式 (1)に拡
張することを試みた. そして, 保存型差分スキームの構築としかるべき境界条件の下で離散版質量
(3)の保存
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と離散版全自由エネルギー (5)の保存
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4 数値実験
p = 1; 2に関して離散変分法により導出した非線形保存型差分スキームについて以下の観点から
妥当性を検証を行い, 良好な結果を得ることができた.
 離散積分量の保存性
 先行研究結果との比較
{ p = 1については先行研究結果 [4],[11]
{ p = 2については先行研究結果 [8]
5 修正Korteweg-de Vries方程式に対する線形化陰的保存型差分スキー
ムの導出と数値解析
これまで保存型差分スキームの構築と数値実験による検証を行ってきたが数値解が真の解に収束
するという保証が得られたわけではない. また, 構築された差分スキームはもとの方程式の非線形
性を引き継いでいる非線形陰的保存型差分スキームであるため非線形方程式の数値解法や収束性を
証明するのは非常に難しい. そこで, 離散変分法の枠組みを修正し陰的線形保存型スキームを導出
を試みた [7]. 陰的線形保存型差分スキームは陰的ではあるが線形方程式に帰着できるため数値解
法や収束性に関する研究も非線形に比べ容易になる. そこでまず, 2次元修正Zakharov{Kuznetsov
方程式について考える前に空間 1次元版である修正Korteweg-de Vries方程式
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について陰的線形保存型スキームを導出し, 導出したスキームが安定で, その解が刻み幅! 0の極
限で真の解に収束することを離散版質量と自由エネルギーの保存性を用いて理論的に示した.
6 修正Zakharov{Kuznetsov方程式に対する線形化陰的保存型差分ス
キームの導出
2次元修正 Zakharov{Kuznetsov方程式
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は上述したように円筒型対称波の振る舞いについて臨界部分に当たるなどとても興味深い方程式
である. そこで, 1次元修正K-dV方程式と同様に陰的線形保存型スキームの導出を行った. そし
て,  < 0, ;  > 0に関して理論的考察を試みた. 結果として, 線形化陰的保存型スキームによる
得られる数値解の一意存在性について証明することができた.
以上のように, 本論文では多次元保存型偏微分方程式である一般化 Zakharov{Kuznetsov方程式
に対して離散変分法を用いて非線形陰的保存型差分スキームを構築した. また, 同手法に, 線形化
という実用上重要な強化を施した. 更に, 1次元修正K-dV方程式に対してではあるが積分量の保
存性を用いて理論的収束性の証明を行うことができた.
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